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3.1 Γενικά 

 
 
Τα µέτρα θέσης ή µέσες τιµές είναι αριθµοί οι οποίοι προσδιορίζουν περιληπτικά 
την τάση των δεδοµένωννα συγκεντρώνονταιεπάνω στην ευθεία των πραγµατικών 
αριθµών. Γι’αυτό και αναφέρονται εναλλακτικά και ως µέτρα κεντρικής τάσης 
(measures of central tendency). Κάθε µέτρο θέσης θ ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο 
συνθήκες: 

α.  Βρίσκεται µέσα στα όρια των δεδοµένων 1 2 nx ,x ,..., x  δηλαδή ισχύει

i ii i
min{x } θ max{x },   i 1,...,n≤ ≤ =  

β.  Αν σε κάθε τιµή ix  προστεθεί µία σταθερά α (µετασχηµατισµός αρχής) και/ή 
κάθε τιµή ix  πολλαπλασιαστεί µία σταθερά β (µετασχηµατισµός κλίµακας), 
τότε στο θ προστίθεται επίσης το α και/ή το θ πολλαπλασιάζεται µε το β. 

Tα κυριότερα µέτρα θέσης είναι ο αριθµητικός µέσος, η διάµεσος και η 
επικρατούσα τιµή τα οποία παρουσιάζουµε αµέσως στη συνέχεια. Μαζί θα 
παρουσιάσουµε και τον σταθµισµένο µέσο ο οποίος έχει πολλές εφαρµογές και τον 
αποκοµµένο µέσο που είναι χρήσιµος όταν στα δεδοµένα υπάρχουν ακραίες τιµές. 
Τέλος, στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε και τον γεωµετρικό µέσο ooποίος 
είναι χρήσιµος στον υπολογισµό της µέσης ποσοστιαίας µεταβολής, να τονιστεί 
όµως ότι για τον µέσο αυτό δεν ισχύει η συνθήκη β. 
 
 
 

3.2 Ο Αριθµητικός Μέσος 

 
 
Ο αριθµητικός µέσος (arithmetic mean) ή απλώς ο µέσος (the mean) των τιµών 
1 2 nx ,x ,..., x  συµβολίζεται µε x  και είναι ο µέσοςόρος (the average) τους δηλαδή 

 
n

i
i 1

1x x
n =

= ∑  (3.2.1) 

���  Σηµείωση Έχει καθιερωθεί διεθνώς, ο αριθµητικός µέσος παρατηρήσεων οι οποίες 
αναφέρονται σε ολόκληρο τον πληθυσµό να συµβολίζεται µε µ. 
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Επαναλαµβανόµενες τιµές 

Όταν στις n παρατηρήσεις των δεδοµένων µας οι τιµές 1 2 κx ,x ,..., x  εµφανίζονται 

µε συχνότητες, αντίστοιχα, 1 2 κf ,f ,...,f ,µε κ<n και 
n

i
i 1
f n

=

=∑ , τότε είναι πρακτικό, 

στον τύπο του αριθµητικού µέσου να πάρουµε if  φορές την αντίστοιχη τιµή ix ή, 
διαφορετικά, να υπολογίσουµε: 

 

κ κ

i i i i
1 1 2 2 κ κ i 1 i 1

κ
1 2 κ

i
i 1

x f x f
x f x f ... x fx
f f ... f nf

= =

=

+ + +
= = =

+ + +

∑ ∑

∑
 (3.2.2) 

 
Παράδειγµα 3.2.1  Ρωτήσαµε 20 φοιτητές που είναι στο πτυχίο τον αριθµό Χ των µαθηµάτων που 

“οφείλουν” και πήραµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 
 

Αριθµός µαθηµάτων 
ix  

Αριθµός φοιτητών 
if  

 
i ix f  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
9 

11 
17 

3 
4 
3 
3 
2 
2 
1 
1 
1 

3 
8 
9 

12 
10 
12 

9 
11 
17 

Άθροισµα 20 91 
 
Εποµένως ο µέσος αριθµός µαθηµάτων για το πτυχίο, ανά φοιτητή ισούται µε:  

9

i i
i 1
x f

91x 4.55
20 20

== = =
∑

 µαθήµατα 

 

Παράδειγµα 3.2.2 Στον πίνακα που ακολουθεί δίνεται η κατανοµή συχνοτήτων του αριθµού Χ των 
παιδιών που γέννησαν 653 γυναίκες, οι οποίες παντρεύτηκαν µετά τα 30 τους χρόνια. 
Στον ίδιο πίνακα δίνονται οι απαραίτητοι υπολογισµοί για τον προσδιορισµό του 
αριθµητικού µέσου  
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Αριθµός παιδιών ix  Αριθµός γυναικών if  i ix f  

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

123 
152 
154 

96 
53 
30 
17 
10 

6 
5 
7 

0 
152 
308 
288 
212 
150 
102 

70 
48 
45 
70 

Άθροισµα 653 1445 

Ο µέσος αριθµός παιδιών ανά γυναίκα είναι  

11

i i
i 1
11

i
i 1

x f
1445x 2.2
653f

=

=

= = =
∑

∑
 

 

Οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις 
 
Ο τύπος (3.2.2) µπορεί να εφαρµοστεί και για να υπολογίσουµε τον αριθµητικό 
µέσο παρατηρήσεων οι οποίες είναι οµαδοποιηµένες σε µία κατανοµή. Στην 
περίπτωση αυτή οι τιµές 1 2 κx ,x ,..., x  είναι οι κεντρικές τιµές των αντίστοιχων 
ταξικών διαστηµάτων. Με τον τρόπο αυτό αντικαθιστούµε τις fi τιµές κάθε 
ταξικού διαστήµατος i µε την κεντρική τιµή xi. Εποµένως, ο αριθµητικός µέσος 
που υπολογίζεται από την κατανοµή συχνοτήτων αποτελεί προσέγγιση1 του 
αριθµητικού µέσου των δεδοµένων και θα πρέπει να αποφεύγεται όταν είναι 
διαθέσιµα τα πρωτογενή δεδοµένα.  

Σήµεραπάντως µε την εκτεταµένη χρήση Η/Υ και τη δυνατότητα µεταφοράς 
και επεξεργασίας µεγάλου όγκου δεδοµένων, είναι λίγες οι περιπτώσεις που  θα 
χρειαστεί να υπολογίσουµε τον αριθµητικό µέσο αλλά και τα άλλα περιγραφικά 
µέτρα από την κατανοµή-συνήθως έχουµε πρόσβαση στα πρωτογενήδεδοµένα. 

                                                
1Πάντως, η διαφορά ανάµεσα στις δύο τιµές δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερη από το µισό του ταξικού 
εύρους 
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Ιδιότητες του αριθµητικού µέσου 

Ο αριθµητικός µέσος x  των τιµών 1 2 nx ,x ,..., x είναι µέτρο θέσης και άρα ισχύει: 

a. i ii i
min{x } x max{x }≤ ≤ , i= 1,…,n 

b. Η αντικατάστασή των τιµών xi µε τις i ix a bxʹ′ = +  έχει ως αποτέλεσµα τον 
ίδιο µετασχηµατισµό του x  

'
a bxx x a bx+= = +  

Ο x έχει επιπλέον τις ακόλουθες ιδιότητες: 
c. Το άθροισµα των αποκλίσεων των τιµών 1 2 nx ,x ,..., x  από το µέσο αριθµητικό 

τους x  ισούται µε µηδέν δηλαδή   

n

i
i 1
(x x) 0

=

− =∑  

d. Αν 1x  ο αριθµητικός µέσος 1n  τιµών και 2x  ο αριθµητικός µέσος 2n  τιµών 
τότε ο αριθµητικός µέσος των 1 2n n+  τιµών ισούται µε 

1 1 2 2

1 2

n x n xx
n n
+

=
+

 

Hιδιότητα αυτή µε µαθηµατική επαγωγή γενικεύεται για r>2, (r πεπερασµένο) 
σύνολα τιµών ως εξής 

r

i i
1 1 r r i 1

r
1 r

i
i 1

n x
n x ... n xx
n ... n n

=

=

+ +
= =

+ +

∑

∑
 

e. Το άθροισµα των τετραγωνικών αποκλίσεων των τιµών 1 nx ,..., x  από τον 
αριθµητικό τους µέσο είναι ελάχιστο. Δηλαδή ισχύει: 

n n
2 2

i i
i 1 i 1
(x x) (x α) ,   α 0

= =

− < − ∀ >∑ ∑  

Η ιδιότητα αυτή έχει ως αποτέλεσµα ο αριθµητικός να χρησιµοποιείται ως 
εκτίµηση των παρατηρήσεων xi ,...,xn , όταν στόχος της εκτίµησης είναι η 
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ελαχιστοποίηση των τετραγωνικών αποκλίσεων (βλέπε και Β τόµο αυτού του 
βιβλίου). 

Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα του αριθµητικού µέσου 

Τα πιο σηµαντικά πλεονεκτήµατα του αριθµητικού µέσου είναι τα εξής: 

• Είναι µία παράµετρος θέσης, η οποία είναι καλά ορισµένη, υπολογίζεται 
εύκολα και γίνεται κατανοητή και από τον µη ειδικό 

• Παίρνει υπόψη όλες τις τιµές των δεδοµένων και επηρεάζεται απ’ αυτές 

• Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για περαιτέρω στατιστική ανάλυση. Όπως, ειδικότερα, 
θα δούµε σε επόµενα κεφάλαια, η διαδικασία εκτίµησης της µέσης τιµής 
πληθυσµού µε βάση τον αριθµητικό µέσο τυχαίου δείγµατος επηρεάζεται από τις 
διακυµάνσεις της δειγµατοληψίας λιγότερο από οποιαδήποτε άλλη διαδικασία 
εκτίµησης. 

 
Ο αριθµητικός µέσος όµως έχει και ορισµένα µειονεκτήµατα. Τα σηµαντικότερα 
απ’ αυτά είναι τα εξής: 
 

• Επηρεάζεται πολύ από τις ακραίες τιµές. Έτσι π.χ. ο αριθµητικός µέσος των 
τιµών 3, 5, 7, 7, 9, 11 ισούται µε 7. Αν όµως η τελευταία τιµή δεν ήταν 11 
αλλά 65, τότε ο µέσος αριθµητικός θα ήταν ίσος µε 16. Έτσι µία ή 
περισσότερες ακραίες τιµές µπορεί να µειώσουν σηµαντικά την 
αντιπροσωπευτικότητα του αριθµητικού µέσου και να τον κάνουν 
ακατάλληλο µέτρο κεντρικής τάσης. Γενικά, ο αριθµητικός µέσος είναι 
ανεπαρκής για να προσδιορίσει τη θέση της κατανοµής όταν αυτή είναι πολύ 
λοξή. 

• Μπορεί να πάρει µια τιµή η οποία να µην αποτελεί δυνατή τιµή για τη 
µεταβλητή στην οποία αναφέρονται τα δεδοµένα. Έτσι ο µέσος αριθµητικός 
ενός συνόλου παρατηρήσεων µιας ασυνεχούς µεταβλητής µπορεί να µην έχει 
και ουσιαστικό περιεχόµενο (όπως π.χ. µέσος αριθµητικός παιδιών ανά 
οικογένεια ίσος µε 2.75). 

 

 

Οι περισσότεροι άνθρωποι σ’ αυτή την πόλη έχουν περισσότερα πόδια από το 
µέσο όρο 
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Ο αποκοµµένος µέσος 

Είδαµε ότι εξαιρετικά µεγάλες ή εξαιρετικά µικρές τιµές στα δεδοµένα επηρεάζουν 
τον αριθµητικό µέσο έτσι ώστε να µη σηµατοδοτεί ικανοποιητικά τη θέση του 
κυρίως όγκου των δεδοµένων. Γι’ αυτό σε πολλές πρακτικές εφαρµογές 
υπολογίζεται ο αποκοµµένος µέσος (trimmed mean), ο οποίος υπολογίζεται 
αφαιρώντας από τα δεδοµένα ορισµένο ποσοστό µεγαλύτερων και µικρότερων 
τιµών. Έτσι π.χ. ο κατά 20% αποκοµµένος µέσος είναι ο αριθµητικός µέσος ο 
οποίος υπολογίζεται αν αγνοήσουµε το 20% των µεγαλύτερων και το 20% των 
µικρότερων τιµών. Οµοίως, ο κατά 10% αποκοµµένος µέσος είναι ο µέσος που 
υπολογίζεται µετά την αφαίρεση του 10% των µεγαλύτερων και του 10% των 
µικρότερων τιµών των δεδοµένων. 
 

RRRΚουΐζ Στις δηµοσιευµένες λίστες του North Carolina University για τις αποδοχές που 
(κατά µέσο όρο) απολαµβάνουν οι απόφοιτοί του, ανά ειδικότητα, πρώτη 
εµφανίζεται η ειδικότητα του Γεωγράφου. Πώς µπορεί να ερµηνεύσει κανείς αυτή 
την απρόσµενη πρωτιά;  (Η απάντηση στο κάτω µέρος της σελίδας1) 
                                                
1Στους αποφοίτoυς µε αυτή την ειδικότητα συγκαταλέγεται και ο µπασκετµπολίσταςτου NBA Μάικλ 
Τζόρνταν! 

Στατιστικός διεθνούς κύρους πνίγηκε σε πισίνα µε µέσο βάθος ένα µέτρο! 

Όταν ο υπουργός υγείας διάβασε σε µια αναφορά ότι πέρυσι πέθαναν από 
γρίπη 12.5 άτοµα ανά 1000 κατοίκους, αναρωτήθηκε πώς είναι δυνατό να 
έχουν πεθάνει δώδεκα και µισό άτοµα. Ο Γενικός Γραµµατέας του 
υπουργείου του απάντησε: “όταν οι στατιστικοί λένε ότι πέθαναν 12.5 άτοµα 
εννοούν ότι στην πραγµατικότητα πέθαναν 12 και ο 13ος χαροπαλεύει”  

(παραλλαγή από Rao, 1989) 
 

Τι δύσκολα θέµατα έβαλε τον Ιούνιο! Να φανταστείς όλοι γράψαµε κάτω 
από το µέσο όρο! 

(σχόλιο φοιτητή) 
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3.3 Ο Σταθµισµένος Μέσος 

 
 
Ο σταθµισµένος µέσος (weighted mean or average) των τιµών 1 2 nx ,x ,..., x µε 
αντίστοιχους συντελεστές στάθµισης ή συντελεστές βαρύτητας (weights)

1 2 nw ,w ,...,w  συµβολίζεται µε wx  και ισούται µε: 

∑

∑

=

=== n

1i
i

n

1i
ii

ww

w

wx
µx  

Η τιµή του συντελεστή στάθµισης wi της xi προσδιορίζεται ανάλογα µε την 
σπουδαιότητα της xi στο σύνολο των τιµών. 

Παράδειγµα 3.3.1 Για ένα υποθετικό Τµήµα ΑΕΙ δίνεται ο αριθµός των εγγεγραµµένων σε κάθε έτος 
φοιτητών και ο αντίστοιχος αριθµός των µαθηµάτων.  

Έτος 
Αριθµός 

φοιτητών ix  
Αριθµός 

µαθηµάτων iw  xiwi 

1 1200 14 16800 
2 1050 17 17850 
3 720 12 8640 
4 530 15 7950 

Άθροισµα 3500 58 51240 

Για να υπολογίσουµε το µέσο αριθµό φοιτητών ανά µάθηµα σταθµίζουµε τον 
αριθµό xi των φοιτητών του  έτους iµε τον αντίστοιχο αριθµό µαθηµάτων και 
υπολογίζουµε τον σταθµικό µέσο: 

xw =
xiwi

i=1

n

∑

wi
i=1

n

∑
=
51240
58

= 883.44  

Δηλαδή σε κάθε µάθηµα αντιστοιχούν κατά µέσο όρο 883.44 φοιτητές. Αν στο 
τµήµα υπάρχουν 28 διδάσκοντες (µέλη ΔΕΠ και ειδικοί επιστήµονες) θα 
υπολογίσουµε την αναλογία διδασκόντων προς διδασκόµενους ως εξής: Σε κάθε 
διδάσκοντα αντιστοιχούν ετησίως 58/28=2.07 µαθήµατα κατά µέσο όρο, εποµένως 
αντιστοιχούν (2.07)(883.44) = 1829.9 φοιτητές. 
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Ο Σταθµισµένος µέσος ως αριθµητικός µέσος  
 
Όταν από δύο ή περισσότερα δείγµατα ή πληθυσµούς διαθέτουµε τον αριθµητικό 
µέσο και  θέλουµε να υπολογίσουµε τον αντίστοιχο µέσο της ενοποίησής τους 
τότε, σύµφωνα και µε την ιδιότητα c του αριθµητικού µέσου, δεν µπορούµε να 
πάρουµε απλώς τον µέσο όρο τους. Ο κάθε αριθµητικός µέσος θα πρέπει να 
σταθµιστεί µε το αντίστοιχο µέγεθος δείγµατος και έτσι η επίδρασή του στο τελικό 
αποτέλεσµα να είναι ανάλογη µε αυτό. Εποµένως ο τύπος  

r

i i
1 1 r r i 1

r
1 r

i
i 1

n x
n x ... n xx
n ... n n

=

=

+ +
= =

+ +

∑

∑
 

ορίζει έναν σταθµισµένο µέσο µε συντελεστές στάθµισης τα µεγέθη των επιµέρους 
δειγµάτων.  

Με την ίδια συλλογιστική συνδυάζουµε ποσοστά που υπολογίζονται σε 
δείγµατα διαφορετικού µεγέθους. Ετσι, όταν ενοποιούµε δείγµατα µεγέθους
1 rn ,...,n  στα οποία η αναλογία κάποιου δίτιµου χαρακτηριστικού είναι, αντίστοιχα,
p1,...,pr  τότε η αναλογία στο ενοποιηµένο δείγµα υπολογίζεται ως εξής: 

p = n1p1 + ...+ nrpr
n1 + ...+ nr

 

δηλαδή ως σταθµισµένος µέσος των επιµέρους αναλογιών. 
 
 
Μια εφαρµογή του σταθµισµένου µέσου στη δειγµατοληψία1 
 
Έστω ότι στη δηµόσια Μέση Εκπαίδευση το 85% των καθηγητών ξένων γλωσσών 
είναι της Αγγλικής, το 10% της Γαλλικής και το 5% της Γερµανικής γλώσσας και 
θέλουµε να καταγράψουµε την άποψή τους για θέµατα που τους αφορούν, σε ένα 
τυχαίο δείγµα. Οι πόροι µας υπαγορεύουν δείγµα 200 ατόµων και µια αναλογικά 
στρωµατοποιηµένη τυχαία δειγµατοληψία (βλέπε κεφάλαιο 17) υπαγορεύει να 
πάρουµε περίπου 10 καθηγητές της Γερµανικής και 20 της Γαλλικής. Αυτά είναι 
πολύ µικρά δείγµατα για να βγάλουµε αξιόπιστα συµπεράσµατα για όλους τους 

                                                
1Από διδακτορική διατριβή που υποβλήθηκε στο Τµήµα Γαλλικής Γλώσσας του ΑΠΘ.  Τα νούµερα 
για λόγους ευκολίας έχουν τροποποιηθεί 
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καθηγητές των αντίστοιχων γλωσσών. Στην περίπτωση αυτή ο ερευνητής µπορεί 
να διαλέξει να πάρει π.χ. 40 (=4x10) της Γερµανικής και οµοίως 40 (=2x20) της 
Γαλλικής. Όµως αν θελήσουµε να εκτιµήσουµε π.χ. τη µέση ηλικία σε όλους τους 
καθηγητές ξένων γλωσσών, επειδή οι αντίστοιχοι της Γαλλικής και της 
Γερµανικής υπερ-αντιπροσωπεύονται στο δείγµα, θα πρέπει ο αριθµητικός µέσος 
του δείγµατος της κάθε γλώσσας i να σταθµιστεί µε τον ακόλουθο συντελεστή: 
     

i i
i

nw p
f

=  

 
όπου if η συχνότητα της αντίστοιχης γλώσσας στο δείγµα και η ip  αναλογία της 
στον πληθυσµό. Ετσι π.χ. επειδή πήραµε if 40=  καθηγητές της Γερµανικής στο 
δείγµα των 400 αντί για (0.05)200 = 10, ο αντίστοιχος συντελεστής στάθµισης θα 
είναι   

Γερ
200w (0.05) 0.25
40

= =  

ενώ οι συντελεστές στάθµισης της Γαλλικής και της Αγγλικής θα ισούνται, 
αντίστοιχα, µε: 

Γ
200w (0.10) 0.50
40

= =  

και 

Α
200w (0.85) 1.42
120

= =  

Έτσι, επειδή οι καθηγητές της Αγγλικής υπο-αντιπροσωπεύονται, ο αριθµητικός 
τους µέσος θα πολλαπλασιαστεί µε το 1.42. 
 
 
 
 

3.4 Η Διάµεσος 

 
 
Η Διάµεσος ή Διχοτόµος (median) ενός συνόλου n τιµών, συµβολίζεται µε m στις 
παρατηρήσεις δείγµατος και µε Μ στις παρατηρήσεις πληθυσµού και είναι η τιµή 
της µεσαίας παρατήρησης όταν όλες οι παρατηρήσεις είναι ταξινοµηµένες σε 
αύξουσα ή φθίνουσα σειρά. Έτσι, µισές παρατηρήσεις έχουν τιµή µεγαλύτερη ή 
ίση µε τη διάµεσο και µισές έχουν τιµή µικρότερη ή ίση µ’ αυτήν.  



Κεφάλαιο 3 ● Μέτρα θέσης 

97 
 

Η Διάµεσος n παρατηρήσεων οι οποίες είναι ταξινοµηµένες σε αύξουσα σειρά θα 
βρίσκεται στη θέση της (n+1)/2 παρατήρησης. Όταν το n είναι αριθµός περιττός 
στη θέση αυτή βρίσκεται η µεσαία παρατήρηση. Όταν το n είναι ζυγός αριθµός 
τότε το πηλίκον (n+1)/2 δεν είναι ακέραιος ή, αντίστοιχα η θέση (n+1)/2 θα 
βρίσκεται στα µισά του διαστήµατος µεταξύ της θέσης n/2 και της (n/2)+1. Στην 
περίπτωση αυτή έχει καθιερωθεί να παίρνεται ως διάµεσος το ηµιάθροισµα των 
παρατηρήσεων που βρίσκονται στις αντίστοιχες θέσεις. 
 

Παράδειγµα 3.4.1 Η διάµεσος των 9 παρατηρήσεων 

28  16  17  21  33  33  35  37 

είναι η τιµή της 5ης παρατήρησης, δηλαδή m= 21. Σηµειώνεται ότι η τιµή αυτή 
είναι η 5η µεγαλύτερη και η 5η µικρότερη. 

Ως διάµεσο των παρατηρήσεων  

100   150   170   220   230   270   380   400 

παίρνουµε την 

220 230m 225
2
+

= =  

και εδώ έχουµε 4 παρατηρήσεις µικρότερες και 4 µεγαλύτερες από τη διάµεσο. 

Ένας τρόπος να προσδιορίσουµε τη Διάµεσο ενός συνόλου παρατηρήσεων χωρίς 
να τις ξαναγράψουµε σε αύξουσα σειρά είναι ο εξής: ενώνουµε την µεγαλύτερη µε 
την µικρότερη τιµή, στη συνέχεια ανά ζεύγη τις δύο αµέσως µικρότερη και αµέσως 
µεγαλύτερη κ.ο.κ. µέχρις ότου µείνει µια µεσαία (και αυτή είναι η διάµεσος) ή δύο 
µεσαίες (και διάµεσος είναι το ηµιάθροισµά τους). Ο τρόπος όµως αυτός είναι 
αποτελεσµατικός µόνον όταν το µέγεθος των παρατηρήσεων δεν είναι πολύ µεγάλο 

1m (220 230) 225
2

= + =  

Προσδιορισµός της Διαµέσου από την κατανοµή συχνοτήτων 
  

Σε ορισµένες περιπτώσεις δεν διαθέτουµε σε ηλεκτρονική µορφή το αρχείο µε τα 
πρωτογενή δεδοµένα οπότε είµαστε υποχρεωµένοι να προσδιορίσουµε την διάµεσο 
απο την κατανοµή συχνοτήτων. Διακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 

◘ Η κατανοµή αφορά παρατηρήσεις 1 κx ,..., x , οι οποίες επαναλαµβάνονται 
µε συχνότητες 1 κf ,...,f . Η διάµεσος είναι η πρώτη τιµή στην οποία αντιστοιχεί 
αθροιστική συχνότητα µεγαλύτερη ή ίση µε (n+1)/2. 
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Παράδειγµα 3.4.2 Δίνεται η κατανοµή συχνοτήτων και η κατανοµή αθροιστικών συχνοτήτων του 
αριθµού των παιδιών που γέννησαν 653 γυναίκες οι οποίες παντρεύτηκαν µετά τα 
30 τους χρόνια. 
 

ix  if  iF  

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

123 
152 
154 

96 
53 
30 
17 
10 

6 
5 
7 

123 
275 
429 
525 
578 
608 
625 
635 
641 
646 
653 

Άθροισµα 653  

Επειδή n= 653 είναι περιττός η διάµεσος είναι η τιµή της (653+1)/2 = 327ης 
παρατήρησης.  
Από την κατανοµή αθροιστικών συχνοτήτων προκύπτει ότι υπάρχουν 275 
παρατηρήσεις µε τιµή µέχρι και 1 και 429 παρατηρήσεις µε τιµή µέχρι και 2. 
Εποµένως η τιµή της 327ης παρατήρησης ισούται µε 2 ή m= 2. Δηλαδή, οι µισές 
από τις 653 γυναίκες γέννησαν µέχρι 2 παιδιά και οι υπόλοιπες µισές δύο και 
περισσότερα. 
 
Από το προηγούµενο παράδειγµα γίνεται φανερό ότιστα διακριτά δεδοµένα, την 
τιµή της διαµέσου µπορεί να έχουν περισσότερες από µια παρατηρήσεις οπότε το 
πλήθος των παρατηρήσεων που είναι µικρότερες από την διάµεσο και το πλήθος 
αυτών που είναι µεγαλύτερες να µην είναι ίδιο και µάλιστα µπορεί να διαφέρουν 
σηµαντικά. 
 
◘ Η κατανοµή αφορά παρατηρήσεις οµαδοποιηµένες σε µια κατανοµή µε κ 
τάξεις: Για τον εντοπισµό της διαµέσου θα χρησιµοποιήσουµε παρεµβολή ως εξής: 

− Η διάµεσος ανήκει στην πρώτη τάξη της οποίας η αθροιστική συχνότητα είναι 
ίση ή µεγαλύτερη από (n+1)/2. 

− Υποθέτοντας ότι οι fi τιµές της τάξης αυτής κατανέµονται οµοιόµορφα, η τιµή 
της διαµέσου προσδιορίζεται, κατ’εκτίµηση, από τον τύπο: 
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 m = L+ c
fi

n +1
2

− Fi−1
"

#
$

%

&
'  (3.4.1) 

όπου: L = το κατώτερο όριο του ταξικού διαστήµατος που περιέχει τη διάµεσο 
c = το εύρος του ταξικού διαστήµατος 
fi=  η συχνότητα του ταξικού διαστήµατος 
Fi–1 = η αθροιστική συχνότητα του προηγούµενου ταξικού διαστήµατος 

 

Παράδειγµα 3.4.3 Η κατανοµή συχνοτήτων των παρατηρήσεων του βάρους γεννήσεων 60 βρεφών 
δίνεται στον πίνακα που ακολουθεί.  

Τάξεις if  iF  iFʹ′  

1400–1800 2 2 60 

1800–2200 6 8 58 

2200–2600 5 13 52 

2600–3000 9 22 47 

3000–3400 11 33 38 

3400–3800 13 46 27 

3800–4200 8 54 14 

4200–4600 6 60 6 

Άθροισµα 60   

 

Για να προσδιορίσουµε τη Διάµεσο µε παρεµβολή προσδιορίζουµε την πρώτη τάξη 
στην οποία η αθροιστική συχνότητα είναι µεγαλύτερη από 30: είναι η τάξη 3000–
3400. Εποµένως L= 3000, c= 400, fi= 11 και Fi–1 = 22. Αντικαθιστώντας στον τύπο 
(3.4.1) παίρνουµε: 

400m 3000 (30.5 22) 3309.1
11

= + − =  

Δηλαδή τα µισά από τα 60 βρέφη έχουν βάρος µέχρι 3309.1 gr. 
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Ιδιότητες και Πλεονεκτήµατα της Διαµέσου 

Η διάµεσος είναι µέτρο θέσης και άρα ισχύει  

• i ii i
min{x } m max{x }≤ ≤ ,  i= 1,…,n 

• a bxm a bm+ = +  

Η διάµεσος έχει την εξής επιπλέον ιδιότητα 

• Για κάθε σταθερά c>0 ισχύει: 

 i ix m x c− ≤ −∑ ∑  

Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα της διαµέσου είναι ότι δεν επηρεάζεται από τις 
ακραίες ή ασυνήθιστες τιµές. Έτσι π.χ. στις ακόλουθες παρατηρήσεις 
 

2 7 3 8 14 

 
έχουµε m= 7 και x = 6.8 και τα δύο µέτρα σηµατοδοτούν µε τρόπο ικανοποιητικό 
την θέση των δεδοµένων. Αν όµως λόγω σφάλµατος η τελευταία τιµή 
αντικατασταθεί από την 140 τότε η διάµεσος εξακολουθεί να είναι ίση µε 7 ενώ ο 
αριθµητικός µέσος γίνεται ίσος µε 32 και εποµένως δεν µπορεί να 
αντιπροσωπεύσει τα δεδοµένα. Λέµε ότι η διάµεσος είναι ανθεκτική (robust) στις 
ακραίες τιµές. 

Τα τελευταία χρόνια, που µε τη χρήση Η/Υ γίνεται επεξεργασία µεγάλου όγκου 
δεδοµένων, αυξάνει η πιθανότητα µιας λανθασµένης καταχώρησης και συγχρόνως 
µειώνεται η ευκολία εντοπισµού της. Αυτό καθιστά την ανθεκτικότητα στις ακραίες 
τιµές µια πολύ επιθυµητή ιδιότητα. Έτσι, στις ΗΠΑ οι κρατικές υπηρεσίες 
αναφέρουν το διάµεσο εισόδηµα πο συχνά από ότι το µέσο εισόδηµα. Αντίστοιχα, 
έχουν αναπτυχθεί τεχνικές στατιστικής συµπερασµατολογίας, οι οποίες βασίζονται 
στη διάµεσο και είναι µέρος των λεγόµενων µη παραµετρικών (non-parametric) 
µεθόδων όπως ειδικότερα θα δούµε σε επόµενα κεφάλαια. 
 
Η διάµεσος πάντως έχει και ορισµένα µειονεκτήµατα: 

• Οι διάµεσοι δύο µερών δεν µπορούν να συνδυαστούν ώστε να 
προσδιοριστεί η διάµεσος ολόκληρου του συνόλου των δεδοµένων. 

• Επηρεάζεται πιο πολύ από τις διακυµάνσεις της δειγµατοληψίας από τον 
µέσο αριθµητικό και άρα είναι λιγότερο ικανοποιητική για εκτιµήσεις. 
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3.5 Η Επικρατούσα Τιµή 

 
 
Η Επικρατούσα ή Τυπική τιµή (mode) ενός συνόλου παρατηρήσεων 
συµβολίζεται µε τ και ορίζεται ως η τιµή µε τη µεγαλύτερη συχνότητα. Στις 
οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις το ταξικό διάστηµα µε τη µεγαλύτερη συχνότητα 
που ονοµάζεται Τυπική ή Επικρατούσα Τάξη (modal class), προσδιορίζεται 
άµεσα. Το πολύγωνο συχνοτήτων έχει κορυφή στο µέσον της τυπικής τάξης και γι’ 
αυτό συνήθως λαµβάνεται ως επικρατούσα τιµή η κεντρική τιµή της τυπικής 
τάξης. Η τιµή αυτή πάντως θα πρέπει να εννοείται ως το σηµείο στο οποίο υπάρχει 
η µεγαλύτερη συγκέντρωση παρατηρήσεων και όχι ως η πιο συχνά 
παρατηρούµενη τιµή. Είναι προφανές ότι, για να έχει ουσιαστικό περιεχόµενο η 
έννοια της τυπικής τάξης, θα πρέπει τα ταξικά διαστήµατα να είναι ίσα. 
 
Είναι δυνατόν µια κατανοµή να έχει περισσότερες από δύο τυπικές τιµές οπότε 
αναφέρεται ως δίτυπη ή δίκορφη (bimodal) σε αντιδιαστολή µε την µονότυπη ή 
µονόκορφη (unimodal) (βλέπε και Ερµηνεύοντας το ιστόγραµµα στο µέρος 2.5). Όταν στις 
οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις υπάρχουν περισσότερες από µια κορυφές 
δοκιµάζουµε άλλη οµαδοποίηση η οποία µπορεί να αλλάξει την εικόνα. Αν 
δοκιµάζοντας διαφορετικές οµαδοποιήσεις η κατανοµή εξακολουθεί να έχει 
περισσότερες από µία κορυφές τότε έχουµε ισχυρές ενδείξεις ότι τα δεδοµένα µας 
είναι ανοµοιογενή ως προς κάποιον παράγοντα και ίσως θα πρέπει να εξετάζονται 
χωριστά. 
 
 

3.6 Επιλογή του κατάλληλου µέτρου θέσης 

 
 
◘ Όταν τα δεδοµένα είναι ονοµαστικά τότε η επικρατούσα τιµή δηλαδή αυτή 
µε τη µεγαλύτερη συχνότητα είναι το µόνο µέτρο θέσης που µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε. 
◘ Όταν τα δεδοµένα είναι διατακτικά έχει νόηµα να προσδιορίσουµε εκτός 
από την επικρατούσα και την διάµεσο τιµή. 
◘ Όταν τα δεδοµένα είναι µετρήσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την 
επικρατούσα τιµή, τη διάµεσο και τον αριθµητικό µέσο.  

Το µέτρο που τελικά θα επιλέξουµε εξαρτάται από τη φύση του προβλήµατος 
και τους σκοπούς της έρευνας. Ειδικότερα, αν στα δεδοµένα έχουµε λίγες, 
διακριτές τιµές xi, i 1,...,n=  οι οποίες επαναλαµβάνονται µε συχνότητα, 
αντίστοιχα fi τότε η επικρατούσα τιµή και η διάµεσος δίνουν καλύτερη 
πληροφόρηση στον µέσο αναγνώστη από τον αριθµητικό µέσο, ο οποίος µπορεί να 
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πάρει και µια τιµή η οποία είναι µη παρατηρήσιµη. Έτσι π.χ. αν τα δεδοµένα είναι 
παρατηρήσεις του αριθµού παιδιών ανά οικογένεια ο µέσος αναγνώστης 
αντιλαµβάνεται καλύτερα τις προτάσεις “η τυπική οικογένεια έχει 2 παιδιά” (δηλαδή 
τ = 2) και “οι µισές οικογένειες έχουν µέχρι ένα παιδί” (δηλαδή m= 1) από την 
πρόταση “ο µέσος αριθµός ανά οικογένεια ισούται µε 1.55” (δηλαδή x = 1.55).  

Όταν όµως πρόκειται να γίνει περαιτέρω στατιστική ανάλυση, ο αριθµητικός 
µέσος θα προτιµηθεί στις περισσότερες περιπτώσεις. 

 
 

Εκτίµηση των παρατηρήσεων µε ένα µέτρο θέσης 

Σε πολλές πρακτικές εφαρµογές θα χρειαστεί να κάνουµε εκτιµήσεις για 
παρατηρήσεις, επιπλέον αυτών που διαθέτουµε. Ως κανόνα εκτίµησης συνήθως 
υιοθετούµε κάποιο µέτρο θέσης και σηµαντικό κριτήριο για την επιλογή είναι 
τοαναµενόµενο σφάλµα που συνεπάγεται το κάθε µέτρο. 

Με βάση τις ιδιότητες των µέτρων θέσης που είδαµε λοιπόν, συνοψίζουµε: 

· Αν κάθε παρατήρηση εκτιµάται µε την επικρατούσα τιµή τότε θα έχουµε τα 
περισσότερα µηδενικά σφάλµατα 

· Αν εκτιµάται µε τη διάµεσο τότε θα έχουµε ελάχιστο το άθροισµα των 
απόλυτων τιµών των σφαλµάτων 

· Αν χρησιµοποιήσουµε τον αριθµητικό µέσο για να εκτιµήσουµε την κάθε 
παρατήρηση τότε το άθροισµα των σφαλµάτων θα ισούται µε µηδέν. Με µια 
πιο καθηµερινή έκφραση θα λέγαµε ότι στην περίπτωση αυτή, θα έχουµε κατά 
µέσο όρο µηδενικό σφάλµα. Επίσης στην περίπτωση αυτή θα έχουµε ελάχιστο 
το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων. 

 
 

3.7 Μέση σχετική µεταβολή. Ο Γεωµετρικός Μέσος 

 
 
Όταν καταγράφονται οι τιµές ενός µεγέθους στο χρόνο, τότε τα δεδοµένα µας 
αποτελούν µια χρονική σειρά (time series) δηλαδή παρατηρήσεις του µεγέθους 
αυτού σε ισαπέχοντα1 χρονικά σηµεία. Μια παρατήρηση χρονικής σειράς 
συµβολίζεται συνήθως µε tx  και ο δείκτης t χρησιµοποιείται για να τονιστεί η 
ενυπάρχουσα διάταξη ως προς το χρόνο.  

                                                
1Οι χρονικές σειρές στις οποίες οι παρατηρήσεις  µπορεί να  αναφέρονται σε άνισα χρονικά 
διαστήµατα είναι έξω απο τα όρια αυτού του βιβλίου   
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Η τιµή ενός µεγέθους tx  στην περίοδο t ως ποσοστό της τιµής του στην αµέσως 
προηγούµενη περίοδο t 1x −  ονοµάζεται συντελεστής µεταβολής (coefficient of 
change) από την t−1 στην περίοδο t και συµβολίζεται µε tc . Δηλαδή έχουµε: 

 t
t

t 1

xc
x −

=  (3.7.1) 

Αν µας ενδιαφέρει ο µέσος συντελεστής µεταβολήςαπό µια αρχική περίοδο έστω 
0ώς την περίοδο n, τότε ο κατάλληλος µέσος δεν είναι ο αριθµητικός αλλά ο 
Γεωµετρικός µέσος (geometric mean) των 1 nc ,...,c ο οποίος συµβολίζεται µε G 
και ορίζεται ως η n–οστή ρίζα του γινοµένου τους. Έχουµε δηλαδή: 

 n
1 nG c ...c=   (3.7.2) 

Αντικαθιστώντας στη σχέση αυτή την (3.7.1) και µε απλοποίηση, προκύπτει οτι 

 nn

0

xG
x

=  (3.7.3) 

Πολλές φορές είναι χρήσιµο, η µεταβολή του µεγέθους από την περίοδο t−1 στην 
περίοδο t (δηλαδή η t t 1x x −− ) να εκφραστεί ως ποσοστό της τιµής του στην 
περίοδο t−1 οπότε προκύπτει η ποσοστιαία µεταβολή (proportional change) η 
οποία συνήθως συµβολίζεται µε tr . Έχουµε δηλαδή: 

 t t 1 t
t

t 1 t 1

x x xr 1
x x

−

− −

−
= = −  

 t
t

t 1

x 1 r
x −

⇔ = +  

 t tc 1 r⇔ = +  (3.7.4) 

 

Παράδειγµα 3.7.1 Στον πίνακα που ακολουθεί δίνεται η µέση κατά κεφαλήν (ακαθάριστη) αµοιβή 
µιας υποθετικής κατηγορίας εργαζοµένων σε ελληνική ΔΕΚΟ, από το 2003–2008. 
Στην τρίτη και τέταρτη στήλη δίνονται ο συντελεστής µεταβολής και η σχετική 
µεταβολή αντίστοιχα. 
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Έτος 

Αµοιβή σε 
ευρώ 

tx  

Συντελεστής 
Μεταβολής 

t
t

t 1

x 1 r
x −

= +  

Σχετική 
Μεταβολή 

t t 1
t

t 1

x xr
x

−

−

−
=  

2003 
2004 
2006 
2007 
2008 
2009 

822.00 
931.60 

1150.80 
1972,80 
2685.20 
3288.00 

-- 
1.13333 
1.23529 
1.71429 
1.36111 
1.22449 

-- 
0.13333 
0.23529 
0.71429 
0.36111 
0.22449 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω ο µέσος συντελεστής µεταβολής του µισθού στο χρονικό 
διάστηµα 1979–1984 ισούται µε τον γεωµετρικό µέσο των 5 συντελεστών µεταβολής, 
δηλαδή 

5

5

G (1.13333)(1.23529)(1.71429)(1.36111)(1.22449)

3.99999 1.3195

=

= =
 

Ο ίδιος συντελεστής υπολογίζεται εναλλακτικά από την (3.7.4) ως 

 5
3288G 1.3195 1 r
822

= = = +  

Εποµένως ο µέσος συντελεστής αύξησης του µισθού στο χρονικό διάστηµα 1979 − 
1984 ήταν 1.3195 και η αντίστοιχη ποσοστιαία αύξηση ίση µε 1.3195 − 1 = 0.3195 
ή 31.95%. 
 
 
Το µέσο επιτόκιο 
 
Έστω ότι κεφάλαιο Κ0 τοκίζεται για ένα χρόνο µε επιτόκιο r1. Στο τέλος του 
χρόνου η αξία του θα ισούται µε  

 K1 = K0 +K0r1 = K0(1+ r1)  

και η σχετική του µεταβολή θα ισούται µε   

 1
1 1

0

Kc 1 r
K

= = +  
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Αν το κεφάλαιο ανατοκίζεται για n συνολικά χρόνια µε µεταβαλόµενο επιτόκιο 
αντίστοιχα r1,..., rn θα ισχύει, γενκά,   

 n
n n

n 1

Kc 1 r
K −

= = +   (3.7.5) 

Για να υπολογίσουµε το µέσο επιτόκιο σε όλο το διάστηµα των nπεριόδων 
αντικαθιστούµε την (3.7.5) στην (3.7.2) για να υπολογίσουµε πρώτα τη µέση 
σχετική µεταβολή  

 G ≡1+ r = (1+ r1)...(1+ rn )n  (3.7.6) 

είτε στην (3.7.3) οπότε 

 nn

0

KG
K

=  (3.7.7) 

Αφαιρώντας τη µονάδας από τον G,  προκύπτει το µέσο επιτόκιο r.  

Παράδειγµα 3.7.2 Κεφάλαιο 100 χιλ. ευρώ. τοκίζεται για 8 χρόνια και το επιτόκιο για κάθε ένα απ’ 
αυτά δίνεται στην δεύτερη στήλη του πίνακα που ακολουθεί. 

Χρόνος Επιτόκιο 
rt % 

Συντελεστής 
µεταβολής 

Αξία στο τέλος του 
χρόνου (σε χιλ. 

ευρώ.) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

2.0 
3.5 
6.0 
5.5 
4.0 
7.0 
7.0 

12.0 

1.020 
1.035 
1.060 
1.055 
1.040 
1.070 
1.070 
1.120 

102.00 
105.57 
111.90 
118.06 
122.77 
131.36 
140.56 
157.43 

Το το µέσο επιτόκιο για το χρονικό διάστηµα των εν λόγω 8 υπολογίζεται ως ο 
γεωµετρικός µέσος των 8 συντελεστών µεταβολής, δηλαδή 

 G = (1.020)(1.035)...(1.070)(1.120)8 =1.05837  

Είτε, ισοδύναµα ως  
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 8
157.43G 1.05837
100

= =  

Συµπεραίνουµε ότι το µέσο επιτόκιο είναι το 

 r 1.05837 1 0.05837= − =   ή  5.837% 

Που σηµαίνει οτι αν το αρχικό κεφάλαιο των Κ0 = 100 χιλ. δρχ. ανατοκίζεται επί 8 
έτη µε σταθερό επιτόκιο 5.837% τότε στο τέλος του 8ου χρόνου θα έχει αξία ίση µε: 

 

8 8
8 0

8
K K (1 r) 100(1 0.05837)
                         100(1.05837)
                         100(1.5743)
                         157.43

= + = +
=
=
=

 

���  Σηµείωση Αν ο υπολογισµός της n–οστής ρίζας µας δυσκολεύει µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
λογαρίθµους. Ειδικότερα ο γεωµετρικός µέσος των τιµών 1 2 nα ,α ,...,α  γράφεται 
και ως 

 
1
n

1 2 nG (α α ... α )= ⋅ ⋅ ⋅  

Παίρνοντας λογαρίθµους έχουµε: 

 
1 2 n

n

i
i 1

1logG (logα logα ... logα )
n
1 logα
n =

= + + +

= ∑
 

 
n

i
i 1

1G antilog logα
n =

⎛ ⎞
⇔ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   

 
Προσοχή στα ποσοστά (Ξανά!) 

Από την ανάλυση αυτού του κεφαλαίου προκύπτει ότι:  

◘ Όταν θέλουµε να υπολογίσουµε τη µέση σχετική µεταβολή µιας χρονικής 
σειράς πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τον γεωµετρικό µέσο των αντίστοιχων 
σχετικών µεταβολών. Σηµειώνεται πάντως οτι ακόµα και επίσηµοι φορείς 
χρησιµοποιούν τον αριθµητικό µέσο για να υπολογίσουν τη µέση σχετική 
µεταβολή µισθών, πληθωρισµού, ανεργίας και άλλων µακροοικονοµικών µεγεθών. 
Επειδή ο αριθµητικός µέσος είναι πάντα µεγαλύτερος ή ίσος µε τον γεωµετρικό 
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µέσο (οι δύο µέσοι είναι ίσοι µόνον όταν οι σχετικοί αριθµοί είναι ίσοι) µε τον 
τρόπο αυτό η µέση σχετική µεταβολή υπερεκτιµάται. 
 
◘ Όταν έχουµε ένα σύνολο από διαφορετικά ποσοστά και θέλουµε να 
υπολογίσουµε τη µέση τιµή τους τότε θα χρησιµοποιήσουµε τον σταθµισµένο 
µέσο: κάθε ποσοστό θα σταθµίζεται µε το αντίστοιχο µέγεθος-βάση. 

 
 
 
 
 
 

☼☼☼ Κουΐζ 1 Έχω τους αριθµούς Α, Β και Γ. Αν 1 2
A B Β+Γx   και  x

2 2
+

= = , τότε 

1 2x Γ x A  είναι το ίδιο µε  
2 2
+ +

; 

 
 

☼☼☼ Κουΐζ 2 Διάβασα ότι από µια έρευνα προκύπτει οτι ο µέσος άνδρας έχει 6 συντρόφους στη 
ζωή του ενώ η µέση γυναίκα µόνον δύο. Πώς µπορεί να ισχύει αυτό; 

Απάντηση. (Επιλέγετε µία από τις τρεις ή και τις τρεις) 

α.  Μην ξεχνάτε ότι µέση τιµή είναι ο αριθµητικός, η διάµεσος αλλά και η 
επικρατούσα τιµή. Εδώ ο όρος “µέσος” δηλώνει τον τυπικό, τον πιο συχνά 
παρατηρούµενο 

β.  Στην έρευνα συµµετείχαν πολλοί οµοφυλόφιλοι.  

γ.  Μετά απο όσα ακούσατε για τον τρόπο που απαντούν οι φίλοι σας, ακόµη 
πιστεύετε στις έρευνες για τη σεξουαλική συµπεριφορά; 
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